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Введение. Морфологические свойства инфра-
структурных сетей (транспортных, электроснабжения
и т. п.) изучались многими авторами, интерес которых
вызывала как непосредственно морфология сети и внут-
ренние закономерности ее развития [Тархов, 2006, 2016,
2019; Панов, 2020; Barthelemy, 2011], так и влияние мор-
фологии на взаимосвязь сети и обслуживаемой ею тер-
ритории [Бакланов и др., 2018; Бугроменко, 1967;
Haggett, Chorley, 1969; Kansky, 1969]. В подобных ис-
следованиях инфраструктурную сеть обычно рассмат-
ривают как граф, т. е. как совокупность вершин и со-
единяющих их дуг, а для ее описания используют раз-
личные числовые характеристики, например, такие,
которые позволяют выявить иерархическую структу-
ру элементов сети. Одним из наиболее важных и часто
используемых показателей такого сорта является про-
межуточная центральность (англ. betweenness
centrality), которая для вершины сети определяется сле-
дующим образом [Barthelemy, 2011]:

   
,1

2  





st

st v
nn

vBC                   (1)

где BC(v) – показатель промежуточной централь-
ности вершины v; n – количество вершин в сети;
st – количество кратчайших путей из вершины s в
вершину t; st(v) – количество кратчайших путей из
вершины s в вершину t, которые проходят через вер-
шину v. В формуле (1) суммирование ведется по всем
парам различных вершин s и t. Под кратчайшим
путем понимается путь, который содержит наимень-
шее количество дуг (кратчайший в смысле тополо-
гического расстояния).

Определение промежуточной центральности
дуги выглядит аналогично
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При изучении транспортных сетей часто используются различные числовые характеристики их
топологических и метрических свойств. Одним из наиболее популярных показателей, используемым
для описания иерархической структуры элементов сети (дуг и вершин), является показатель проме-
жуточной центральности. Для каждого элемента сети он равен количеству кратчайших путей, прохо-
дящих через него. Тем самым он показывает важность элемента для сети в целом.

Показатель промежуточной центральности использовался различными авторами, причем не
только как инструмент исследования и анализа конкретных сетей, но и как самостоятельный объект
изучения. В частности, многих исследователей интересовал вопрос о том, насколько данный показа-
тель отражает особенности реального функционирования транспортной сети, например загружен-
ность ее элементов. Применение корреляционно-регрессионного анализа для данных по загружен-
ности и промежуточной центральности элементов некоторых конкретных сетей показали, что между
этими величинами есть прямая корреляционная связь, однако недостаточно сильная для того, чтобы
ее можно было использовать для прогнозирования загруженности элементов сети на основе их
промежуточной центральности.

В настоящей работе более глубоко исследован вопрос о взаимосвязи между промежуточной
центральностью и загруженностью как часть более общего вопроса о связи морфологических и
функциональных свойств транспортной сети. Для сети автомобильных дорог Свердловской области
по гравитационной модели транспортных корреспонденций смоделирована загруженность дуг. При
разных параметрах гравитационной модели получены различные режимы загруженности, и для
каждого из них проанализирована связь с показателем промежуточной центральности.

В результате моделирования и анализа установлено, что на тесноту связи между промежуточ-
ной центральностью и загруженностью существенно влияет транспортное поведение пользователей
сети, а именно, расстояние, на которое они совершают поездки. Если средняя длина поездки значи-
тельно превосходит среднюю длину дуги сети, то между промежуточной центральностью и загру-
женностью наблюдается сильная корреляция. В противном случае значимой зависимости между
промежуточной центральностью и загруженностью нет.
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но в этом случае st(a) – количество кратчайших в
топологическом смысле путей из вершины s в вер-
шину t, которые проходят через дугу a.

Если дугам приписаны какие-либо веса (чаще
всего расстояние или время) и под кратчайшим пу-
тем понимается путь, который состоит из дуг с наи-
меньшей суммой весов, то наряду с величинами
BC(v) и BC(a) рассматриваются весовые показате-
ли промежуточной центральности
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где st(v), st(a) и st – соответствующие количе-
ства кратчайших путей с учетом веса дуг, причем
в большинстве случаев для реальных сетей
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Отметим, что в русскоязычной литературе нет

устоявшегося термина для обозначения характери-
стик (1)–(4). Наряду с термином «промежуточная
центральность» используются термины «централь-
ность по промежуточности» [Карпачевский, Шиля-
кина, 2019] и «центральность по посредничеству»
[Щербакова, 2015; Носырева, 2018]. В настоящей
работе мы будем использовать только термин «про-
межуточная центральность» и там, где это удобно,
слово «промежуточная» будем опускать.

Исследования, посвященные непосредственно
показателю промежуточной центральности и его
применению для анализа инфраструктурных сетей,
насчитывают не один десяток работ. Основные ре-
зультаты в этом направлении, полученные до 2011 г.,
хорошо освещены в обзорной статье [Barthelemy,
2011]. Среди более поздних работ можно отметить
[Носырева, 2018] и [Карпачевский и др., 2019], в
которых промежуточная центральность использо-
валась для анализа сетей электроснабжения Во-
сточной Сибири и Калининградской области, со-
ответственно, а также работу [Сяолинь и др., 2016],
в которой исследовались взаимосвязи между пока-
зателем промежуточной центральности вершин сети
и размещением населения Санкт-Петербурга. При-
менению показателя промежуточной центральности
для изучения городской транспортной сети посвяще-
на также статья [Weiyan еt al., 2019]. А в [Зинькина
и др., 2014] показатели центральности применялись
для анализа глобальной миграционной сети. Деталь-
ное обсуждение математических свойств промежу-
точной центральности, а также ее место среди дру-
гих сетевых мер центральности можно найти в ра-
боте [Щербакова, 2015].

Показатель промежуточной центральности BC
отражает самые общие (топологические) свойства
сети. Более информативный показатель BCW учи-
тывает не только топологию, но также и метричес-
кие свойства элементов сети. Однако в любом слу-
чае речь идет о количественной характеристике
только лишь морфологических свойств сети. Есте-

ственно возникает вопрос о том, насколько показа-
тели промежуточной центральности отражают фун-
кциональные свойства сети и могут ли они быть
использованы для анализа и прогнозирования ее
функционирования. В частности, на интуитивном
уровне ожидается, что показатель центральности
любого элемента сети должен быть тесно связан с
его загруженностью, т. е. с количеством транспорт-
ных средств, перемещающихся по элементу за не-
который промежуток времени. Если бы это было
так, то показатель центральности можно было бы
использовать для прогнозирования загруженности и,
тем самым, для, например, обоснования иерархии
дорог при проектировании транспортных сетей.

Однако имеющиеся исследования конкретных
транспортных сетей показывают отсутствие суще-
ственной зависимости между загруженностью эле-
ментов и их промежуточной центральностью. Так,
в работе [Kurant еt al., 2006] изучалась сеть желез-
ных дорог Европейского союза, и было показано, что
для этой сети коэффициент корреляции Пирсона меж-
ду показателем BC для вершин сети и их реальной
загруженностью равен 0,26. Аналогичный резуль-
тат был получен для сети автомобильных дорог
Израиля в статье [Puzis et al., 2013]. Здесь коэф-
фициент корреляции между BC и загруженностью
вершин составил 0,11. В работах [Kazerani, Winter,
2009a, 2009b] слабость связи между загруженно-
стью элементов сети и показателями центрально-
сти была продемонстрирована на примере специ-
ально сконструированной транспортной сети. Ав-
торы двух последних работ также обосновали, что
из двух показателей BC и BCW, значения второго
лучше соответствуют реальной загрузке элемен-
тов сети.

Тот факт, что наблюдается более высокий уро-
вень корреляции между BCW и загруженностью эле-
ментов сети, подтверждается и расчетами для кон-
кретных сетей. Например, для сети автомобильных
дорог Израиля коэффициент корреляции между BCW
и реальной загруженностью элементов сети ра-
вен 0,36 [Puzis еt al., 2013]. Это конечно больше, чем
для BC, но все равно недостаточно, чтобы делать
какие-либо выводы о функционировании сети,
пользуясь значениями BCW.

Исследование зависимости между BCW и функ-
циональными классами дорог реальной сети также
не дало каких-то значимых результатов [Мартынен-
ко, 2015]. Было показано, что определенная связь
есть, но не настолько сильная, чтобы можно было
объяснить существующую иерархию элементов
сети на основе их центральности.

Причины того, что показатели центральности
слабо коррелируют с загруженностью элементов
сети, частично обсуждаются в работах [Kazerani
et al., 2009a; Puzis et al., 2013]. Там было показано,
что для BC связь с реальной загруженностью будет
тем слабее, чем сильнее вариация дуг сети по дли-
не, поскольку в этом случае кратчайший по количе-
ству дуг путь может не быть кратчайшим по длине.
Например, для внутригородских транспортных се-



64 ВЕСТНИК  МОСКОВСКОГО  УНИВЕРСИТЕТА. СЕРИЯ 5. ГЕОГРАФИЯ. 2021. № 4

тей BC отражает загруженность гораздо лучше, чем
для междугородних, именно потому, что дуги улич-
но-дорожной сети различаются по длине не так силь-
но, как дуги, соединяющие города. Также связь BC
и BCW с реальной загруженностью элементов сети
будет слабой, если по сети осуществляется интен-
сивное движение, а пропускная способность ее эле-
ментов не велика. В этом случае кратчайший путь
может быть настолько загруженным, что пользова-
тели сети будут выбирать другие пути и тем самым
повышать загруженность дуг и вершин, образую-
щих эти пути.

Таким образом, причиной слабой корреляции
между показателем BCW и загруженностью элемен-
тов сети является то, что транспортные средства
могут передвигаться не по кратчайшим путям (в силу
ограничений по пропускным способностям). Явля-
ется ли эта причина единственной (основной) или
же есть и другие факторы, приводящие к ослабле-
нию указанной корреляции? Ответ на этот вопрос
представляет значительный прикладной и теорети-
ческий интерес. В частности, если других значимых
факторов нет, то само значение корреляции между
BCW и загруженностью может быть использовано
на практике как характеристика эффективности
сети: если корреляция сильная, то это означает, что
большинство перемещений осуществляется по крат-
чайшим путям, т. е. сеть функционирует эффектив-
но. Если же значение корреляции мало, то это озна-
чает, что в силу каких-то недостатков транспорт-
ной сети многие перемещения осуществляются не
по кратчайшим путям, и для повышения эффектив-
ности сети необходимо увеличение пропускных спо-
собностей ее элементов.

С теоретической точки зрения сформулирован-
ный вопрос является частью более общего вопроса
о том, как связаны между собой морфологические
и функциональные свойства транспортной сети. Если
на корреляцию между загруженностью и BCW вли-
яет только использование (неиспользование) крат-
чайших путей, связанное с пропускной способнос-
тью элементов сети, то это означает, что загружен-
ность (функциональное свойство) обусловливается
только лишь морфологией сети и пропускной спо-
собностью ее элементов. Из этого, в частности,
следует, что существует возможность модифици-
ровать показатель BCW путем «добавления в него»
информации о пропускной способности элементов
сети так, чтобы новый показатель сильно коррели-
ровал с загруженностью и тем самым позволял про-
гнозировать функционирование транспортной сети.

К сожалению, описанные перспективы по прак-
тическому использованию и модификации показа-
теля BCW невозможно реализовать, поскольку сла-
бая корреляция между загруженностью и BCW вы-
звана не только неиспользованием кратчайших
путей, но и другими факторами. В частности, нами
был обнаружен достаточно неожиданный фактор, не
имеющий какого-либо отношения к морфологии сети
и пропускным способностям ее элементов, но при
этом оказывающий очень сильное влияние на кор-

реляцию между загруженностью и BCW. Этим фак-
тором является средняя длина (продолжитель-
ность) поездки (СДП) в сети, которая является од-
ной из количественных характеристик транспортного
поведения пользователей сети и обусловлена толь-
ко лишь соотношением их транспортных потребно-
стей и возможностей. Как оказалось, СДП оказы-
вает гораздо более сильное влияние на корреляцию
между загруженностью и BCW, чем использование
(неиспользование) кратчайших путей, и при малых
значениях СДП коэффициент корреляции может при-
нимать значения, близкие к нулю.

Поскольку связь между СДП, загруженностью
и показателем BCW имеет значение не только в кон-
тексте сформулированного выше вопроса, но также
представляет и самостоятельный научный интерес,
то в настоящей работе мы хотим детально иссле-
довать влияние СДП на корреляцию между загру-
женностью дуг и их весовой промежуточной цент-
ральностью BCW(a) на примере конкретной сети
междугородних автомобильных дорог.

Материалы и методы исследования. Общая
идея исследования заключается в следующем. Для
конкретной транспортной сети на основе гравитаци-
онной модели можно рассчитать матрицу транспорт-
ных корреспонденций между всеми парами вершин.
Предполагая, что все передвижения в сети осуще-
ствляются по кратчайшим путям, по матрице кор-
респонденций можно получить загруженность всех
дуг сети. Естественно, результаты всех этих расче-
тов зависят от параметров гравитационной модели.
В частности, гравитационная модель содержит па-
раметр, отвечающий за СДП. Поэтому, проводя рас-
четы матрицы корреспонденций и загруженности
всех дуг сети для различных значений этого пара-
метра, мы тем самым получим загруженности всех
дуг сети для различных значений СДП. Значения
показателя BCW(a) можно рассчитать для всех дуг
сети в соответствии с определением (4). Получен-
ные результаты позволяют сравнить значения
BCW(a) и загруженности дуг сети при разных СДП.
В частности, для любого значения СДП можно вы-
числить коэффициент корреляции между загружен-
ностью дуг и BCW(a).

Далее рассмотрим более подробно основные
аспекты реализации описанного подхода. Как уже
было сказано, мы будем использовать сеть между-
городних автомобильных дорог, а объемы коррес-
понденций между вершинами этой сети (населен-
ными пунктами) будем рассчитывать на основе гра-
витационной модели

  ,
st

ts
st df

PP
Q                          (5)

где Qst – объем транспортной корреспонденции меж-
ду вершинами s и t; Ps и Pt – потенциалы вершин s и
t; dst – обобщенная цена взаимодействия по сети
между вершинами s и t;  stdf  – функция тяготе-
ния, которая задает влияние обобщенной цены на
объем корреспонденции;  – положительный пара-
метр модели.
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Гравитационная модель (5) и ее различные мо-
дификации используются для расчета объемов вза-
имодействия географически удаленных объектов.
В частности, многочисленные научные исследова-
ния посвящены ее применению для оценки распре-
деления товарных потоков в международной торгов-
ле [Шумилов, 2017], объемов морских грузоперево-
зок [Kaluza, 2010], количества сообщений в сетях
связи [Krings еt al., 2009] и во многих других облас-
тях (подробный обзор применения гравитационной
модели можно найти в [Barthelemy, 2011]). Доста-
точно серьезное практическое применение гравита-
ционная модель находит при решении задач по рас-
чету пассажирских корреспонденций, особенно для
внутригородской транспортной сети [Ortuzar,
Willumsen, 2011]. Кроме того, гравитационная модель
используется в теоретико-географических исследо-
ваниях. Например, в работе [Бабурин и др., 2016] на
ее основе формализовано понятие «экономико-гео-
графическое положение города».

В зависимости от характера рассматриваемо-
го взаимодействия, в качестве потенциала Ps исполь-
зуются разные величины, например: валовый про-
дукт, объем промышленного производства, числен-
ность населения, совокупный доход и т. п. В качестве
обобщенной цены dst может выступать непосред-
ственно тариф на перевозку грузов или пассажиров,
время, расстояние или какая-то комбинация этих
величин. Что касается функции f(dst), то она долж-
на быть неотрицательной и монотонно возрастаю-
щей. Чаще всего используют степенную функцию
   stst ddf  или показательную    std

st edf  . В обо-
их случаях параметр  тесно связан с СДП. В част-
ности, для степенной функции СДП вычисляется по
формуле
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Зависимость (6) была подробно исследована в
классической работе [Evans, 1971]. Кроме прочего,
было установлено, что функция СДП() строго убы-
вает при  [0, +]. Отсюда следует, что между
значениями и СДП существует взаимно-однознач-
ное соответствие, и поэтому  можно рассматри-
вать как параметризацию величины СДП: измене-
ние  приводит к однозначному изменению СДП.

Далее под потенциалом Ps мы будем понимать
людность населенного пункта, соответствующего
вершине s. В качестве dst будем использовать крат-
чайшее расстояние по сети между вершинами s и t
(т. е. длину кратчайшего пути), а функцию тяготе-
ния возьмем в виде  stst ddf )( . Также мы будем
предполагать, что все пользователи сети переме-
щаются по кратчайшим путям. Если между двумя
вершинами более одного кратчайшего пути, то
транспортные средства распределяются между все-
ми кратчайшими путями поровну. Тем самым мы
полностью исключаем возможность снижения кор-

реляции между загруженностью и BCW(a) за счет
использования не кратчайших путей. С учетом всех
этих допущений загруженность дуги a будет вычис-
ляться по формуле
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 



ts

st
st

st Q
a

al .
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)(                   (7)

Здесь, как и выше, st – количество кратчай-
ших путей из вершины s в вершину t с учетом дли-
ны дуг, а st(a) – количество тех из них, которые
содержат дугу a.

В определении BCW(a) присутствует нормиру-
ющий множитель 1/(n2 – n). Поскольку (n2 – n) – ко-
личество кратчайших путей между всеми возмож-
ными парами несовпадающих вершин, то нормирую-
щий множитель придает показателю центральности
следующий смысл: значение BCW(a) показывает, ка-
кую долю от всех этих путей составляют пути, со-
держащие дугу a. Нормируя аналогичным образом
величину (7), получим
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а с учетом (5) и сделанного выбора функции тяго-
тения

.
)(1

)(1)()(
































ts st

ts

st

st

sttsts

st

ts

ts st

st

sttsts

d
PPa

dPP

d
PPa

dPP
aLaL

  (9)

Нормированную величину L(a) можно интер-
претировать следующим образом: значение L(a)
показывает, какую долю от суммарного объема всех
транспортных корреспонденций составляют коррес-
понденции, осуществляющиеся по кратчайшим пу-
тям, содержащим дугу a.

Далее мы будем применять формулу (9) для рас-
чета нормированной загруженности всех дуг сети
при различных значениях параметра  и затем срав-
нивать получающиеся значения с показателем
BCW(a). В частности, нас будет интересовать ко-
эффициент корреляции Пирсона между L(a) и
BCW(a), который мы будем обозначать как

 .)(),()( aLaBCW                 (10)
Показатели L(a) и BCW(a) будут рассчитаны

для сети автомобильных дорог Свердловской обла-
сти. В качестве источника геоданных будем исполь-
зовать проект OpenStreetMap3. Первичная обработ-
ка геоданных, необходимая для целей настоящей
работы, подробно описана в статье [Мартыненко,
Петров, 2016]. Моделирование и все дальнейшие
расчеты будем осуществлять в программе Wolfram
Mathematica [Мартыненко, 2016]. Попутно отметим,
что пространственная структура сети автомобиль-
ных дорог Свердловской области и ее влияние на

3 В формате shape-файлов такие данные доступны на https://gis-lab.info/qa/data.html.
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показатели транспортной доступности и функцио-
нальные классы дорог были исследованы в рабо-
тах [Мартыненко, 2015; Мартыненко, Петров, 2016].

Сеть автомобильных дорог Свердловской об-
ласти содержит около 1600 вершин, более 1050 из
которых являются населенными пунктами, причем
большую часть из них составляют средние и ма-
лые сельские поселения. Далее мы будем рассмат-
ривать только те населенные пункты, людность ко-
торых больше 1000 человек (таких в Свердловской
области насчитывается 110), и сеть автомобильных
дорог, связывающую только эти пункты. Такую сеть
можно выделить из исходной сети, поскольку мы
предполагаем, что корреспонденции осуществляют-
ся по кратчайшим путям. Следовательно, в выде-
ленную сеть будут включаться только те дуги, из
которых состоят кратчайшие пути между всеми воз-
можными парами населенных пунктов, людность
которых больше 1000 человек. Исходная и выде-
ленная сети представлены на рис. 1.

Далее мы будем использовать только выде-
ленную указанным образом сеть, называя ее для
краткости просто «сеть». В частности, для дуг
именно этой сети мы будем вычислять и анализи-
ровать показатели L(a) и BCW(a). Причина, по
которой мы не используем для этого исходную сеть,
носит технический характер, связанный с тем, что
проводимые расчеты требуют значительных вы-
числительных ресурсов. Для выделенной сети все
расчеты требуют более 4 часов машинного вре-
мени (на персональном компьютере с процессо-
ром Intel Pentium 1,6 ГГц и объемом оперативной
памяти 4 Гб), а для исходной сети это время уве-
личивается почти в 100 раз. Это связано с тем,
что время, затрачиваемое на расчеты, пропорци-
онально квадрату количества вершин, а исходная
сеть имеет их примерно в 10 раз больше, чем вы-
деленная (1050/110  10).

Результаты исследования и их обсуждение.
Промежуточная центральность BCW(a) была рас-

Рис. 1. Сеть автомобильных дорог Свердловской области

Fig. 1. The motorway network of the Sverdlovsk Oblast
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считана для всех дуг сети по формуле (4). Полу-
ченный результат представлен на рис. 2. Загружен-
ность L(a) для всех дуг сети была рассчитана по
формуле (9) при изменении  от 0 до 8 с шагом 0,01.
Некоторое представление о полученных результа-
тах дают картограммы на рис. 3, содержащие ви-
зуализацию загруженности дуг для = 0, = 1 и = 2.
Более полную картину поведения величин СДП,
BCW(a) и L(a) при всех рассматриваемых значе-
ниях  можно увидеть на рис. 4. В частности, на
рис. 4А изображен график зависимости СДП(), за-
данной формулой (6). Также на нем для сравнения
приведено значение средней длины дуги, которая для
рассматриваемой сети равна 23,8 км. На рис. 4Б
представлена зависимость (), т. е. заданная фор-
мулой (10) зависимость коэффициента корреляции
между BCW(a) и L(a) от параметра . Наконец, на
рис. 4В изображена зависимость коэффициента кор-
реляции между BCW(a) и L(a) от СДП. Ее мы по-

лучили из () и зависимости, обратной к СДП().
Полученная таким образом (СДП) дает такую же
информацию, что и (), но при этом (СДП) удоб-
нее интерпретировать. Также в таблице приведены
значения СДП() и () для некоторых значений .

Для правильного понимания количественных
значений, фигурирующих на рис. 2 и 3, обратим вни-
мание, что в формулах (4) и (8) нормировка выпол-
нена так, что если BCW(a) = 0,2 для некоторой дуги
a, то это означает, что 20% от общего количества
кратчайших путей между всеми парами вершин сети
проходит через дугу a. Аналогично, если L(a) = 0,2,
то это означает, что 20% от общего количества всех
поездок, совершаемых в сети, проходит через дугу a.

Переходя к обсуждению полученных результа-
тов прежде всего отметим, что значения величины
L0(a) (см. рис. 3А) хорошо соответствуют простран-
ственной структуре расселения населения Сверд-
ловской области. Наиболее загруженными являют-

Рис. 2. Значения показателя центральности BCW(a) для дуг сети

Fig. 2. The betweenness centrality BCW(a) for the arcs of the network
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Рис. 3. Загруженность L(a) при = 0 (А), = 1 (Б) и = 2 (В)

Fig. 3. The load L(a) for = 0 (А), = 1 (Б) and = 2 (В)
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ся дуги, образующие меридиональную транспорт-
ную ось Каменск-Уральский–Екатеринбург–Нижний
Тагил–Серов, вдоль которой проживает более 70%
населения области и расположены все города с на-
селением более 100 тыс. чел. Показатель BCW(a)
(см. рис. 2) также выделяет указанную ось: ее дуги
имеют наибольшие значения промежуточной цент-
ральности. Кроме того, большинство периферийных
дуг характеризуются как малыми значениями показа-
теля BCW(a), так и малыми значениями загруженно-
сти L0(a). Таким образом, можно заключить, что
самые высокие и самые низкие значения проме-
жуточной центральности BCW(a) имеют дуги с
самой высокой и самой низкой загруженностью
L0(a), соответственно. Для дуг со средними значе-
ниями показателей BCW(a) и L0(a) такое сходство
визуально заметно гораздо меньше, однако высокое
значение коэффициента корреляции (0) = 0,90 гово-
рит о том, что оно есть.

Все сказанное относительно качественного
сходства BCW(a) с L0(a) можно перенести на L1(a).
Здесь тоже наиболее и наименее загруженные дуги
имеют наибольшие и наименьшие значения проме-
жуточной центральности. Однако с количественной
точки зрения сходство между BCW(a) и L1(a) не-
сколько слабее. Коэффициент корреляции между
ними (1) = 0,78. Наконец для L2(a) сходство с
BCW(a) уже практически отсутствует. Это следует
как из сравнения (см. рис. 2 и 3В), так и из значения
коэффициента корреляции (2) = 0,41.

Необходимо отметить, что рассматриваемые
здесь загруженности дуг сети L(a) учитывают толь-
ко лишь объемы транспортных корреспонденций
между населенными пунктами Свердловской обла-
сти и не принимают во внимание их корреспонден-
ции с населенными пунктами соседних регионов, а
также между пунктами различных соседних регио-
нов, которые обеспечивают транзитный поток транс-
портных средств. Учет такого дополнительного тра-
фика естественно вызовет изменение количествен-
ных значений L(a). Однако такое изменение
приведет только лишь к уменьшению () и усиле-
нию полученных выше качественных выводов о том,
что с ростом  снижается корреляция между
BCW(a) и L(a). Учет дополнительного трафика
обеспечит, прежде всего, значительное усиление заг-
руженности периферийных (для сети Свердловской
области) дуг и нарушит отмеченное выше соответ-
ствие между загруженностью и промежуточной цен-
тральностью для дуг с наименьшими значениями
промежуточной центральности.

Сравнивая между собой рис. 3А, 3Б и 3В, мы
видим, что с ростом  уменьшается количество дуг
с высоким уровнем загруженности. Их четкая
иерархическая структура (см. рис. 3А) постепенно
«размазывается» с увеличением , и мы видим дос-
таточно равномерное распределение загруженности по
дугам сети (см. рис. 3В). Чтобы понять, почему так
происходит, достаточно сравнить СДП, соответству-
ющие различным значениям , со средней длиной дуги.
Так, для = 0 имеем СДП(0)/23,8  7, т. е. в среднем

одна поездка проходит через семь дуг, значит есть
большое количество дуг, через которые проходит
много поездок и, следовательно, они будут иметь
высокие загруженности. Для  = 2 получаем
СДП(2)/23,8  1,4. Это означает, что большинство
поездок проходят через одну или две дуги, т. е. фак-

Рис. 4. Зависимости между различными характеристиками сети:
А – СДП от Б – коэффициента корреляции  от ; В – коэффи-
                             циента корреляции  от СДП

Fig. 4. Dependences between different characteristics of the
network: A – ATL on ; Б – the correlation coefficient  from ;
                     B – the correlation coefficient from ATL
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тически основное движение происходит между со-
седними вершинами. Следовательно, для появле-
ния дуг с высоким уровнем загруженности просто
нет никаких оснований.

На графиках (см. рис. 4) видно, что с дальней-
шим ростом  значения СДП() и () уменьшают-
ся, т. е. отмеченные выше тенденции по равномер-
ной локализации поездок между соседними верши-
нами сети будут только усиливаться. При этом на
графиках хорошо видно, что уже начиная с = 6
величины СДП() и () практически выходят на
свои асимптотические значения, которые могут быть
найдены аналитически – переходом к пределу при
. Обозначим наименьшую из дуг сети через
amin, а ее длину через d(amin), тогда, используя стан-
дартные приемы вычисления пределов (например,
[Матейко, Таныгина, 2011]), из формул (6), (8) и (9)
получаем
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где k – количество дуг в сети; )(aBCW  и  )(aBCWS  –
среднее значение и среднеквадратическое отклоне-
ние величины BCW(a) соответственно. Подчеркнем,
что формулы (11)–(13) справедливы для любой сети
(а не только для автодорог Свердловской области).

При анализе зависимости () для рассматри-
ваемой сети достаточно интересным оказывается
тот факт, что, начиная с некоторого значения , ко-
эффициент корреляции между BCW(a) и L(a) ста-
новится отрицательным, т. е. имеет место обрат-
ная корреляция между показателем центральности
и загруженностью дуг. Из формулы (13) легко полу-
чить условие такого поведения для любой сети: ко-
эффициент корреляции () становится отри-
цательным, начиная с некоторого значения ,
если для сети выполнено неравенство

.)()( min aBCWaBCW                   (14)

Таким образом, из формул (11) и (12) следует,
что значительное уменьшение СДП приводит к тому,
что почти все поездки в сети будут осуществлять-
ся между соседними вершинами, соединенными са-
мыми короткими дугами, а по остальным дугам дви-
жения почти не будет. И в предельном случае поезд-
ки будут осуществляться только по самой короткой
дуге.

Рассмотренные особенности поведения L(a),
СДП() и () при больших значениях  представ-
ляют некоторый теоретический интерес, однако с
точки зрения изучения функционирования реальных
транспортных сетей их ценность невелика. В реаль-
ных сетях значение СДП значительно превосходит
асимптотическую величину d(amin) и, по всей види-

мости, не может быть ниже средней длины дуги. Для
рассматриваемой сети автодорог Свердловской об-
ласти СДП равно средней длине дуги при  =  2,27.
Поэтому, при анализе влияния СДП на корреляцию
между промежуточной центральностью и загружен-
ностью необходимо ограничится диапазоном изме-
нения  от 0 до 2,27 (этому соответствует измене-
ние СДП от 179,3 до 23,8 км). Такое ограничение
хорошо согласуется с тем, что значения , полу-
ченные в различных исследованиях на основе эм-
пирических данных, лежат в диапазоне от 0 до 2
[Barthelemy, 2011].

На рис. 4Б хорошо видно, что даже если рас-
сматривать зависимость () только при  из про-
межутка [0; 2,27], то мы будем иметь существен-
ное изменение ее значений от 0,9 до 0,3. Более того,
() начинает принимать небольшие значения при 
существенно меньших, чем 2,27. Так () = 0,5 при
= 1,7, что соответствует значению СДП = 45,7 км.
Таким образом, мы видим, что изменение СДП при-
водит к существенному изменению коэффициента
корреляции между промежуточной центральностью
и загруженностью. Мы здесь не будем подробно
обсуждать причины, которые могут приводить к
изменению СДП, но очевидно, что они носят в ос-
новном экономический и технический характер.
Морфология сети если и оказывает влияние на СДП,
то косвенное и крайне незначительное в количе-
ственном выражении (СДП существенно зависит от
размера сети, но не от ее структуры).

Еще один аспект полученных результатов, ко-
торый мы хотим здесь обсудить, заключается в
монотонном характере зависимости (). Дело в
том, что большие (т. е. близкие к единице) значе-
ния () свидетельствуют о высокой эффективно-
сти морфологической структуры сети. Тесная кор-
реляция между загруженностью и промежуточной
центральностью говорит о том, что морфология сети
хорошо соответствует ее использованию. С учетом
этого весьма неожиданным является тот факт, что
() убывает при всех  и наибольшее значение при-
нимает при = 0. На наш взгляд, гораздо более ес-
тественным было бы, если бы () имел один или
несколько локальных максимумов и в одном из них
достигал своего наибольшего значения. Тогда это
бы означало, что есть некое значение СДП (соот-
ветствующее , при котором достигается наиболь-
шее значение ()), наилучшим образом соответ-
ствующее морфологии сети. Оно было бы резуль-
татом адаптации транспортной сети в процессе своей
эволюции к перманентному изменению СДП (т. е.
к изменению транспортного поведения пользовате-
лей сети) с наиболее оптимальным для себя значе-
нием. Полученный выше результат говорит о том,
что для транспортной сети наиболее оптимальным
оказалось = 0, т. е. значение, при котором рассто-
яние не влияет на поездки. В этом случае объем
транспортной корреспонденции между двумя насе-
ленными пунктами зависит только от их людности и
не зависит от расстояния между ними (Qst = PsPt
при = 0). Другими словами, мы получили, что ис-
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пользование сети будет наилучшим образом соот-
ветствовать ее морфологии, если расстояния не вли-
яют на поведение пользователей сети. На наш
взгляд, этот факт нуждается в отдельном глубоком
исследовании, выходящем за рамки данной статьи.
Мы планируем посвятить этому отдельную работу,
в которой прежде всего необходимо будет проверить,
насколько такой результат справедлив для других
сетей.

Выводы:
– предложенный в работе метод использования

гравитационной модели для расчета загруженности
элементов транспортной сети позволяет исследо-
вать функциональные свойства сети и их взаимо-
связь с ее морфологией. В частности, этот метод
позволяет объяснить и количественно описать от-
сутствие значительной корреляции между загружен-
ностями дуг и показателями их промежуточной цен-
тральности, которое имеет место для многих конк-
ретных транспортных сетей;

– применение указанного метода к сети авто-
мобильных дорог Свердловской области показыва-
ет, что функциональные свойства транспортной сети
соответствуют ее морфологическим свойствам
только при определенном транспортном поведении
пользователей сети. А именно, если сеть в основ-
ном используется для поездок на дальние расстоя-

ния, значительно превышающие среднюю длину
дуги сети, то загруженность ее дуг (функциональ-
ное свойство) в значительной мере определяется их
морфологической иерархией, установленной на осно-
ве показателя промежуточной центральности. Если
же пользователи используют сеть преимущественно
для поездок на небольшие расстояния, сравнимые со
средней длиной ее дуги, то загруженности дуг не за-
висят от значений показателя промежуточной цент-
ральности. Таким образом, чем больше «длинных» и
меньше «коротких» поездок, т. е. чем больше сред-
няя длина поездки в сети, тем сильнее будет влияние
морфологии сети на ее функционирование;

– полученный результат представляет значи-
тельный интерес с практической точки зрения, по-
скольку он позволяет оценить, насколько морфоло-
гия любой сети соответствует (способствует) ее
функционированию. Для такой оценки достаточно
установить среднюю длину поездки в данной сети
(например, на основе выборочного опроса ее пользо-
вателей) и зависимость коэффициента корреляции
между загруженностью и центральностью от сред-
ней длины поездки (с помощью описанной выше
методики). Значение коэффициента корреляции для
наблюдаемой средней длины поездки представля-
ет собой меру соответствия морфологии сети ее
функционированию.
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A.V. Martynenko1,2

CORRELATION  BETWEEN  FUNCTIONAL  PROPERTIES
OF  THE  TRANSPORTATION  NETWORK  AND

THE  MORPHOLOGICAL  HIERARCHY  OF  ITS  ELEMENTS
(CASE  STUDY  OF  MOTORWAYS  OF  THE  SVERDLOVSK  OBLAST)

Various numerical characteristics of topological and metric properties are often used to study the
transport networks. The most popular of them is the betweenness centrality. It is used to describe the
hierarchical structure of network elements (arcs and vertices). It equals the number of shortest paths that
pass through particular element of the network. Thus, it shows the importance of the element for the whole
network.

The betweenness centrality parameter was used by various authors as both an analysis tool and an
independent object of study. In particular, many experts were interested in how this indicator reflects the
real functioning of a transport network, for example, the utilized capacity of its elements. Correlation and
regression analysis of the utilized capacity and betweenness centrality for a number of real networks has
shown that there is a direct correlation between these values. However, it is not strong enough to be used
to predict the utilized capacity of network elements on the basis of their betweenness centrality.

The paper presents the in-depth study of the relationship between the betweenness centrality and
the utilized capacity as a part of more general relationship between the morphological and functional
properties of transport network. The utilized capacity of network arcs was modeled for the motorway
network of the Sverdlovsk Oblast using the gravity model of origin-destination matrix. Different parameters
of the gravity model resulted in different loading modes; each of them was analyzed in terms of their
relationship with the betweenness centrality.

As a result of modeling and analysis, it was found that the correlation ratio between the betweenness
centrality and the utilized capacity depends much on the transport behavior of network users, namely the
distance of their trips. If the average trips length is significantly longer than the average arc length, there is
a strong correlation between the betweenness centrality and congestion. Otherwise, there is no significant
relationship between the betweenness centrality and the utilized capacity of the network.

Key words: betweenness centrality; gravity model; origin-destination matrix; network morphology;
load of network elements
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